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Задачи с нерегулярными условиями на границе занимают важное место в гидромеха-
нике невесомости. Например, численное моделирование процесса выращивания моно-
кристаллов, как и решение многих других прикладных задач гидромеханики невесомо-
сти, требует определения равновесных форм свободной поверхности с нерегулярными 
условиями на границе, при которых свободная поверхность опирается на линию излома 
твердой стенки [1]. Такие задачи ранее численно не решались, лишь некоторые подходы 
предложены в [2]. 
 
 
 
Рисунок 1 – Иллюстрация эволюции свободной поверхности 
 
Данная работа посвящена численному моделированию равновесных капиллярных 
поверхностей с нерегулярными условиями контакта в случае классической задачи ка-
пиллярной гидростатики – о квазистатическом процессе медленного выдавливания жид-
кости из вертикального цилиндрического капилляра, примыкающего к плоской торцевой 
стенке [1]. Характерные стадии эволюции свободной поверхности показаны на рисунке 1. 
Пусть R0 – радиус капилляра; V – объем жидкости; α  – угол смачивания. Радиус R0 
примем за единицу длины и сформулируем осесимметричную задачу о равновесной 
форме свободной поверхности жидкости в безразмерных переменных. Для этого введем 
безразмерные цилиндрические координаты z и r так, чтобы ось z совпала с осью сим-
метрии капилляра, и направим её против вектора ускорения свободного падения g. Вы-
берем начало координат на плоской горизонтальной пластине, а именно – в центре ос-
нования капилляра. Обозначим через s безразмерную длину дуги искомой равновесной 
линии, изменяющуюся от s = 0 в точке контакта меридиана с плоскостью r = 0 до s = L в 
точке контакта меридиана с плоскостью z = 0 или твердой стенкой капилляра. 
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В предположении осевой симметрии конфигурация свободной поверхности описыва-
ется некоторой парой параметрических функций ( )sr , ( )sz , которые в условиях равно-
весия и присутствия силы тяжести удовлетворяют параметрическим уравнениям [1]: 
,/
,0,,
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     (1) 
где производные берутся по переменной s ; σρ= 20gRBo  – число Бонда; C  – неопре-
деленная пока константа; ρ – плотность жидкости; σ  – коэффициент поверхностного 
натяжения. 
Система дифференциальных уравнений (1) дополняется краевыми условиями сим-
метрии на оси капилляра 
( ) ( ) ( ) ,00,10,00 =′=′= zrr     (2) 
и краевыми условиями контакта с твердой стенкой в зависимости от положения свобод-
ной поверхности жидкости: 
а)    ( ) ( ) ( ) ,cos,sin,1 αα −=′=′= LzLrLr     (3) 
если точка контакта находится внутри капилляра; 
б)    ( ) ( ) ,0,1 == LzLr         (4) 
если точка контакта закреплена на основании капилляра; 
в)    ( ) ( ) ( ) ,sin,cos,0 α=′α=′= LzLrLz     (5) 
если точка контакта находится на горизонтальной поверхности пластины. 
Безразмерный объем жидкости определим как объем тела вращения 
∫ ′pi−=
L
dsrzrU
0
,2  где .30RVU =     (6) 
Таким образом, задача разбивается на три подзадачи в зависимости от точки контак-
та свободной поверхности с твердой стенкой. 
Следуя стратегии в [2], для получения явной формулы вычисления безразмерной 
длины L  в процессе итерационного решения нелинейной задачи, сформулируем под-
задачу (1), (2), (4), (6) в новых переменных 
[ ],1,0∈= Lss  ,Lzz =  Lrr = . 
Введем в рассмотрение новое неизвестное )(sβ  – угол между касательной к равно-
весной линии )(sr , )(sz  и осью rO . В силу того, что β=′ cosr , β=′ sinz  подзадача 
(1), (2), (4), (6) примет вид 
,0)1(,sin,/1)1(,0)0(,cos
,)1(,0)0(,
==′===′
==Φ=′
zzLrrr ββ
γβββ
 (7) 
где CrzBoLСLzr +−−=Φ=Φ ββ sin),,,,( 2 , α≤γ≤pi−α 2/  – свободный пара-
метр, ( )pi−γ= /sin2 BoULC , sdrzLU βpi cos2 1
0
3
∫−= . 
На равномерной сетке }/1,,0{ NhNiihsi ===  для подзадачи (7) построим разно-
стную схему второго порядка аппроксимации 
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Тогда итерационный алгоритм для вычисления координат свободной поверхности по-
строим в виде [2] 
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где K,2,1,0=n  – номер итерации, 0>τ  – параметр релаксации.  
Вычисления на каждой итерации осуществляются прямыми алгоритмами бегущего 
счета. Сначала по рекуррентному правилу (8) вычисляются сеточные значения 1+βni . За-
тем при помощи процедур (9) и (10) определяются новые итерационные приближения 
для координат свободной поверхности. И, наконец, по найденным значениям 1+nir , 
1+n
iz , 
1+βni  вычисляются 1+nL , 1+nU , 1+nС , 1 2/1++Φni . Итерационный процесс продолжается до 
тех пор, пока невязка разностного уравнения (8) на n -ой итерации не будет удовлетво-
рять условию ( ) εββ ≤Φ−− ++
<<
n
i
n
i
n
iNi
h 2/110 /max . 
Расчеты осуществлялись для h = 1/100, 
410−=ε , 1=Bo . Получен широкий спектр 
равновесных форм свободной поверхности 
для различных углов смачивания, прове-
дено численное исследование устойчиво-
сти равновесных форм свободной поверх-
ности жидкости. На рис. 2 построена зави-
симость, отражающая влияние угла смачи-
вания на критический объем жидкости, при 
котором наступает кризис равновесия в 
виде отрыва порции жидкости от пластины. 
Полученные значения согласуются с тео-
ретическими результатами линейной тео-
рии устойчивости [1]. 
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Рисунок 2 – Влияние угла смачивания  
на критический объем жидкости 
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